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ВВЕДЕНИЕ


Дискретное программирование является одним из важных разделов прикладной математики. В частности, большое практическое и теоретическое значение имеют исследования, связанные с решением задач комбинаторной оптимизации. Такие задачи возникают в проектировании, планировании, экономике. К настоящему времени разработано значительное число разнообразных методов и алгоритмов решения  оптимизационных задач: метод последовательного анализа вариантов [6, 32, 33, 34, 35, 38], метод построения последовательности планов [16], локальные алгоритмы [18, 19, 20], метод вектора спада [43, 44, 45] и др. Продолжающаяся разработка новых и модификация известных методов объясняется расширением круга решаемых практических задач, а также появлением новых требований, возникающих при создании программ, реализующих алгоритмы этих методов на  ЭВМ. Эти требования касаются главным образом возможности организации прикладного программного обеспечения ЭВМ в виде пакетов программ (ПП). В ходе выполнения данной работы учитываются в основном два таких требования:

1. Универсальность алгоритмов. Как правило, ПП разрабатываются для решения не одной, а целого класса оптимизационных задач. По этой причине необходимо, чтобы каждый программный модуль мог быть применен при решении каждой или хотя бы большинства из них.


2. Разнообразие алгоритмов. Как показывает опыт, обычно не удается заранее определить, какой из алгоритмов окажется наиболее эффективным при решении конкретной прикладной задачи. Поэтому в ПП необходимо включать несколько алгоритмов для решения одних и тех же задач.


Эти требования возникли на основе изучения опыта разработки математического обеспечения задач  оптимизации и нашли свое воплощение при создании ПП семейства ВЕКТОР [11, 12]. С другой стороны, целесообразность учета указанных требований подтверждена также результатами, связанными с развитием идей системной оптимизации [8] и исследованием множеств эвристических алгоритмов дискретной оптимизации [21].

С целью удовлетворения требованию универсальности при построении и исследовании различных типов алгоритмов, которые рассматриваются в данной работе, применяется следующая методика. В начале создается либо выбирается из известных такая общая схема, которую при незначительной модификации можно использовать при построении алгоритмов для решения любой из рассматриваемых в работе задач. Затем в рамках этой фиксированной схемы исследуются различные алгоритмы с целью выбора лучшего из них.


Среди известных в литературе приближенных алгоритмов видное место занимают локально–оптимизационные алгоритмы. Сюда относятся алгоритмы последовательного конструирования решения и итерационные. В них на каждом шаге для имеющегося промежуточного варианта решения выделяется множество близких в некотором смысле вариантов и поиск оптимума производится среди элементов этого множества. Элемент, который улучшает целевую функцию, объявляется новым промежуточным вариантом решения. В последовательных алгоритмах счет оканчивается на том шаге, на котором конструируемое решение описывается вектором заданной длины. Остановка в итерационных алгоритмах осуществляется тогда, когда среди близких элементов не находится такого, который доставляет улучшение целевой функции.

Чтобы выполнить второе требование, в рамках данной работы были исследованы алгоритмы четырех типов:


– алгоритмы метода ветвей и границ; модификации этих алгоритмов предназначены для поиска решения с заданной точностью;

–  алгоритмы метода вектора спада; это локально–оптимальные алгоритмы итерационного типа;


– алгоритмы метода Монте–Карло; это алгоритмы стохастического типа;

 
– локально–оптимальные алгоритмы последовательного типа.


Для решения отдельных из рассматриваемых задач существуют эффективные алгоритмы, которые, однако, не удовлетворяют требованию универсальности. Таким алгоритмом является, например, венгерский алгоритм [33] для решения линейной задачи о назначениях, которая рассматривается в работе. Подобные алгоритмы также должны включаться в ПП, однако их изучение выходит за рамки настоящей работы.

В результате предварительного исследования было признано целесообразным рассмотреть следующий класс оптимизационных комбинаторных задач.
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 –  множество перестановок первых 
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 натуральных чисел; 
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 – его подмножество, определяемое ограничительными условиями задачи; 
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 – целевая функция (критерий) задачи, заданная на 
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 или на всем пространстве 
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. Требуется найти такую точку 
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, для которой целевая функция принимает наименьшее значение:
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В работе рассматриваются ограничения следующих четырех типов:


1) фиксированное назначение: заданы [image: image9.wmf]{
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 и требуется, чтобы 
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2) запретное назначение: заданы 
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3)  непосредственное следование: заданы  
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4) простое следование: заданы [image: image16.wmf]{
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В условие конкретной задачи могут входить любые типы комбинаций перечисленных ограничений, причем ограничений каждого типа может быть несколько.

Ниже, говоря о типах ограничений, будем иметь в виду их нумерацию, указанную в этом перечне.

Ограничения указанных типов довольно легко учитываются при программной реализации рассматриваемых в работе алгоритмов. При этом, как следует из изучения приведенных ниже вычислительных схем алгоритмов, чем больше ограничений (при фиксированном 
[image: image20.wmf]n

), тем меньше, как правило, объем требуемых вычислений. По этой причине основное внимание в работе уделяется исследованию задач безусловной оптимизации, т. е. когда 
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В работе рассматриваются несколько типов задач, удовлетворяющих постановке (0.1). Для обозначения этих типов задач будем использовать такие названия:

– линейная задача о назначениях;
– задача о коммивояжере;

– квадратичная задача о назначениях;

– задача разбиения;

– задача размещения;

– один тип задач расписания.

Все приведенные типы задач, за исключением линейной задачи о назначениях, относятся к 
[image: image22.wmf]NP

– полным [15, 23]. Общеизвестны трудности, связанные с созданием эффективных точных алгоритмов для решения таких задач [15, 56]. В связи с этим для исследования были выбраны методы, большинство из которых являются приближенными.

Приведем некоторые обозначения и термины, которые используются в работе. Пусть 
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 – множество первых 
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 натуральных чисел. Пусть 
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 равно, очевидно, 
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, будет каждый раз понятно из контекста, так как будут известны первые 
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 компонент перестановок 
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. Последнее замечание справедливо также для множеств 
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, которые определяются следующим образом:
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Легко вычислить мощности множеств 
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Если необходимо подчеркнуть, что значение 
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– ой компоненты (последней из зафиксированных) перестановок 
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 из множества 
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. Следующие обозначения  касаются некоторых статистических характеристик критерия 
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Среднее значение критерия 
[image: image49.wmf](

)

fp

 на множестве 
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, среднеквадратическое отклонение 
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 и вычислять по формулам:
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Соответствующие величины, характеризующие множество 
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Перестановку 
[image: image62.wmf]p
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 определенную равенством (0.1), будем называть точным или глобальным решением оптимизационной задачи. Если же существует множество 
[image: image63.wmf]SZ

Ì

 и перестановка 
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 будем называть приближенным решением.

Основным содержанием настоящей работы является исследование некоторых методов решения оптимизационных задач дискретного типа. Конечная же цель работы – это реализация предложенных алгоритмов на ЭВМ.


Целевые функции всех рассматриваемых в работе типов задач определены на множестве перестановок. В первой главе определяются способы вычисления целевой функции для этих типов задач.


Во второй главе изучаются перечисленные выше методы применительно к решению задач оптимизации без ограничений, т.е. когда 
[image: image67.wmf]ZP
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. Каждый из этих методов имеет некую общую схему. Применительно к решению конкретных типов задач разрабатываются отдельные пункты этих схем. Проводится анализ результатов численного эксперимента и теоретического исследования по изучению таких показателей эффективности алгоритмов, как их временная сложность и точность получаемого решения.

В третьей главе рассматривается ряд вопросов, касающихся реализации разработанных алгоритмов на ЭВМ. Рассматривается пригодность ЭВМ для решения задач оптимизации в форме ПП на примере ПП ВЕКТОР–2. Наконец, рассматриваются вопросы, связанные с разработкой в рамках рассматриваемых в диссертационной работе подходов к решению задач комбинаторного типа алгоритмов оптимизации, которые предназначены для ЭВМ с параллельной организацией вычислений.
1.  О МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ ЗАДАЧ, ОПРЕДЕЛЕННЫХ
 НА МНОЖЕСТВЕ ПЕРЕСТАНОВОК

Общая постановка рассмотренных в работе комбинаторных оптимизационных задач дана во введении. В зависимости от конкретного вида критерия 
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будем употреблять одно из следующих названий: линейная задача о назначениях, задача о коммивояжере, квадратичная задача о назначениях, задача разбиения, задача размещения, задача расписания.


В 1.1 приведен вид критерия 
[image: image69.wmf](
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 для линейной задачи о назначениях, задачи о коммивояжере, квадратичной задачи о назначениях.


В 1.2 описан способ вычисления 
[image: image70.wmf](
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 в одной из задач оптимального разбиения множества на подмножества, а также приведен пример содержательной постановки этой задачи из области конструирования радиоэлектронной аппаратуры.

В 1.3 описан способ вычисления критерия для задачи размещения геометрически однотипных модулей радиоэлектронной аппаратуры на регулярном поле позиций.


В 1.4 рассматривается постановка одной задачи из теории расписаний: задачи оптимального обслуживания 
[image: image71.wmf]n

 требований 
[image: image72.wmf]m

 идентичными приборами. Показано, что эту задачу можно сформулировать в терминах, принятых в работе. Доказывается, что при этом отсекается большая часть допустимых вариантов решения, однако точка глобального экстремума попадает в число оставшихся вариантов.

1.1.  Постановка и обсуждение некоторых задач комбинаторной оптимизации


В этом параграфе рассматривается постановка трех задач, известных в литературе как линейная задача о назначениях, задача о коммивояжере, квадратичная задача о назначениях.

Так как общая постановка задач, рассматриваемых в работе, изложена во введении, то здесь будем задавать только вид критерия.


1. Линейная задача о назначениях. В этой задаче
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где 
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 – заданная матрица.


2. Задача о коммивояжере. В этом случае критерий определяется по формуле:
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где 
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 – заданная матрица.


3. Квадратичная задача о назначениях. Целевая функция задачи имеет вид:
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где 
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– заданные матрицы.


В настоящее время исследованию задач приведенных типов уделяется большое внимание как специалистами в области методов оптимизации и разработчиками математического обеспечения современных ЭВМ, так и специалистами в области приложений математических методов. Эти математические модели охватывают весьма широкий круг содержательных проблем оптимального размещения и планирования производства, проектирования сложных технических систем (в частности радиоэлектронной аппаратуры), планирования эксперимента и др. Поэтому от решения сформулированных оптимизационных задач во многом зависит эффективность применения соответствующих средств математического обеспечения – САПР, АСУ, ПП и др.


Следует отметить, что важность этих задач сочетается с высокой трудоемкостью их решения. Кроме того, во многих приложениях требуется решать не только безусловные задачи оптимизации, но также задачи, в которых следует учитывать и ряд ограничений указанных выше четырех типов. Вопросы же формализации возникающих оптимизационных задач комбинаторного типа при наличии ограничений и создания эффективных алгоритмов их решения в настоящее время разработаны недостаточно.

Всеми этими обстоятельствами и определяется большой теоретический и практический интерес к перечисленным задачам, что и послужило основанием для их детального рассмотрения в настоящей работе.

1.2 Формализация одной задачи разбиения множества на подмножества
Пусть 
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В этих обозначениях критерий оптимизации определяется следующим равенством:
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Приведем пример содержательной постановки задачи разбиения из области конструирования радиоэлектронной аппаратуры [52]. В этой задаче множество 
[image: image97.wmf]N

 интерпретируется как множество 
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 интегральных схем. Это множество интегральных схем требуется разбить на 
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 подмножеств 
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, которые соответствуют конструктивным узлам некоторого устройства. Мощности множеств 
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 (число позиций для размещения интегральных схем в 
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Интегральные схемы связаны между собой электрическими связями. Каждой такой связи в формальной постановке задачи соответствует одно из множеств интегральных схем 
[image: image106.wmf]{
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, которые этой связью охватываются. Множества 
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 называются электрическими цепями [55]. При конкретном разбиении интегральные схемы, входящие в некую электрическую цепь, в общем случае оказываются распределенными в различные конструктивные узлы устройства и их приходится соединять внешним соединением. Именно числу таких внешних соединений соответствует значение 
[image: image108.wmf](
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, которое вычисляется по формуле (1.5). 

Касаясь вопроса о формализации множества разбиений в виде пространства перестановок, отметим, что одному и тому же разбиению (1.4) ставится в соответствие несколько перестановок 
[image: image109.wmf]pP
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. Поэтому в схемах работы алгоритмов, которые рассматриваются в работе, требуется предусматривать отсев равнозначных перестановок, что требует дополнительных затрат машинного времени. Однако проведенные исследования показывают, что эти затраты настолько незначительны по сравнению с общим временем работы алгоритма, что ими можно пренебречь.

1.3. Один тип задач размещения модулей радиоэлектронной аппаратуры

К задачам размещения, которые рассматриваются в работе, относятся задачи размещения геометрически однотипных модулей радиоэлектронной аппаратуры на дискретном поле позиций.

Рассматривается типичная для современных устройств цифровой аппаратуры конструкция: имеется прямоугольник, внутри которого находится множество фиксированных (дискретных) позиций для установки модулей цифровой аппаратуры, а вдоль одной или нескольких его сторон  – группы внешних контактов конструкции. Позиции представляют собой равные прямоугольники, центры которых находятся в узлах ортогональной сетки, а контакты позиции располагаются вдоль противоположных ее сторон, причем расстояния между соседними контактами, расположенными на одной стороне, равны. Предполагается, что все устанавливаемые модули имеют одинаковые размеры, т. е. каждый модуль может помещаться в любую позицию.


Обозначим 
[image: image110.wmf]M

 множество размещаемых модулей, пронумерованных в определенном порядке, 
[image: image111.wmf]k

 – число контактов одного модуля (позиции). Предполагается, что число модулей равно числу позиций, т. е. 
[image: image112.wmf]n

. Назовем электрической цепью множество контактов схемы проектируемого устройства, которые в любой момент времени являются точками с равным электрическим потенциалом. Если среди этих контактов в некоторой электрической цепи присутствует и внешний контакт конструкции, то такую цепь назовем внешней, иначе – внутренней.

Содержательную задачу размещения модулей можно сформулировать так: пусть задана схема устройства, которая описывает связи между контактами размещаемых модулей и внешними контактами конструкции в виде внутренних и внешних цепей. Требуется найти такое размещение заданных модулей в указанных позициях, которое оптимизировало бы выбранный критерий (целевую функцию задачи) и удовлетворяло бы ограничениям задачи.


 В качестве критерия оптимизации в работе исследуется один из критериев, рассмотренных в [12], а именно, суммарная длина полупериметров минимальных прямоугольников, охватывающих контакты каждой цепи при заданном варианте размещения
. 

Рассмотрим формальную запись постановки задачи размещения.


Пусть 
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 – множество позиций. Перенумеруем все позиции натуральными числами от 1 до 
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, т. е. без ограничения общности можем считать, что 
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 всех перестановок элементов множества 
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 определяет вариант размещения модулей по следующему правилу: модуль с номером 
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Пусть цепь с номером 
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 при заданном размещении 
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 объединяет контакты с координатами
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где 
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 – число точек коммутации в 
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– ой цепи.


Полагаем
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Полупериметр 
[image: image131.wmf](
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 минимального прямоугольника, охватывающего контакты 
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– ой цепи при заданном варианте размещения 
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, вычисляется по формуле:
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В том случае, когда за некоторой внешней цепью не закреплен внешний контакт конструкции, в качестве обобщенного контакта выступает вся линия внешних контактов, расположенных с указанной стороны поля позиций. Так как эта линия параллельна или ортогональна соответствующим координатным осям, при вычислении величин 
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 внешним контактам будет соответствовать толька одна координата 
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Таким образом, требуется определить такую перестановку 
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, чтобы значение критерия 
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было минимальным. Это формулировка задачи безусловной оптимизации. В случае задачи условной оптимизации множество 
[image: image140.wmf]P

 может сужаться, как и в других исследуемых здесь задачах, до некоторого подмножества 
[image: image141.wmf]ZP
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 ограничениями указанных выше типов.
1.4 Задача обслуживания требований идентичными приборами


В этом параграфе рассматривается постановка одной задачи из теории расписаний [27, 39] вначале в той форме, в которой она первоначально возникает. Затем, ввиду того, что множество допустимых решений в этой постановке не является множеством перестановок, показано, как сформулировать задачу в терминах, принятых в настоящей работе. При этом оказывается, что отсекается большая часть допустимых вариантов решений. Однако точка глобального экстремума попадает в число оставшихся вариантов, что следует из доказанной ниже теоремы 1.1 [50].

Итак, рассмотрим задачу оптимального обслуживания 
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 требований 
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 идентичными приборами. Пусть заданы длительности 
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План обслуживания требований (расписание) 
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 – момент начала выполнения 
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– ого требования.


Если 
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Задача состоит в том, чтобы найти такое расписание, при котором время работы всех приборов было бы минимальным:
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Легко видеть, что при такой постановке задачи множество 
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 допустимых расписаний бесконечно. Ниже приводится способ выбора из этого бесконечного множества конечного подмножества 
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 и при этом показано, что точка глобального экстремума не теряется.


Пусть 
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 натуральных чисел, в которых для каждой пары компонент  
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[image: image173.wmf]i

p

 минимален. Если таких приборов несколько, то выбирается для определенности прибор с меньшим номером. Обозначим через 
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Легко видеть, что построенное по 
[image: image180.wmf]n

–шаговому алгоритму множество 
[image: image181.wmf](

)

{

}

,

Rt

d

¢¢¢

 имеет мощность, не превосходящую мощности множества перестановок 
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Следующая теорема показывает, что при переходе от бесконечного множества 
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Теорема 1.1. Пусть задано произвольное расписание 
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Доказательство. Построим перестановку 
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Место каждого требования 
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Рассмотрим последовательно требования 1, 2, … и найдем первое из них, для которого нарушается хотя бы одно из равенств 
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Пусть теперь такое требование нашлось и его номер 
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Свойство I. Расписания 
[image: image218.wmf](

)

,

Rt

d

 и 
[image: image219.wmf]°

(

)

,

Rt

d

¢¢¢

 для первых 
[image: image220.wmf]1

i

-

 требований совпадают.
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Случай 1. Пусть 
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Сравним снова расписание 
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Случай 2. Пусть 
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Подведем итоги исследования случаев 1 и 2. Исходя из расписания 
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 указанными выше свойствами I и II, мы, пользуясь только этими свойствами, построили расписание 
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В силу наличия у 
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Теорема доказана.

Первым следствием из теоремы 1.1 является то, что множество 
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Таким образом, задача расписания в принятой в работе терминологии формулируется в следующем виде:
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 – подмножество множества перестановок первых 
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где 
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 вычисляется по формуле (1.11), было минимальным.

Наконец, очевидно, что множество 
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, а путем использования ограничений типа простое следование.

РЕЗУЛЬТАТЫ И КРАТКИЕ ВЫВОДЫ К ГЛАВЕ 1
1. Обоснована актуальность исследования рассматриваемого в диссертационной работе класса задач комбинаторной оптимизации, определенных на множестве перестановок.
2. Показано, что все изучаемые оптимизационные задачи можно сформулировать в терминологии, принятой в работе.

3. Доказано, что при комбинаторной постановке задачи расписания отсекается большая часть вариантов исходной задачи, но при этом оставшаяся часть содержит точку глобального минимума.
Научный руководитель


член – корреспондент АН УССР


доктор физ.– мат. наук
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� По-видимому, этот критерий впервые был использован в работе [25] 
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